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半順序集合 —双対原理と順序同形—

1 双対原理

定義 1 関係≤とその逆関係≥は，{≤, ≥}に関して互いに双対 (dual)
であるという．概念CとDが{≤, ≥}に関して互いに双対であるとは，
概念Cの定義に現れるすべての概念をその{≤, ≥}に関する双対概念と
入れ換えると，概念Dの定義と同値になることを言う．

（考えている関係≤と≥が明確なときには，「{≤, ≥}に関して」という
語句は一般に省略される．この資料でも以下そうする．）

命題（または条件）P と Qが互いに双対であるとは，P に現れる

すべての概念をその双対概念と入れ換えるとQになることをいう．

自分自身と双対であるとき，自己双対 (self-dual)という．

例 1 関係 < と >，最大元と最小元，上界と下界，上限と下限，

極大元と極小元は，それぞれ互いに双対である．反射律，反対称律，

推移律，比較可能律は，それぞれ自己双対である．事前資料命題4.3の
(i)と (ii)，命題 4.6の (i)と (ii)は，それぞれ互いに双対である．

問 1 事前資料命題 4.4の (1)の双対と (2)の双対を書け．

双対原理 (duality principle) Pを半順序集合に関する条件，Qをその

双対とする．「任意の半順序集合について∗，P である」が証明できる

なら，「任意の半順序集合について∗，Qである」もまた証明できる．

証明．前者が証明可能とする．半順序関係の公理 (反射律，反対称律，
推移律) はそれぞれ自己双対なので，前者の証明の書き出しの文
「任意に半順序集合 (X, ≤) を固定する∗．」以降のすべての概念を

それぞれの双対に入れ換えれば，後者の証明が得られる．

∗これらの語句は省略されることが多いので，注意が必要である．
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例 2 事前資料命題 4.6の (i)と (ii)は，命題も証明も互いに双対で
ある．

(i) s∗がSの最大元 =⇒ s∗はSの唯一の極大元.
証明．s∗がSの最大元であるとする．最大元の定義よりs∗ ∈ Sなので，

s∗がSの極大元であることを示すには ∄x ∈ S (s∗ < x)を示せばよい．
背理法による．s∗ < xなる x ∈ Sが存在すると仮定する．関係<の

定義から s∗ 6= xかつ s∗ ≤ xである．一方，x ∈ Sであって s∗はSの

最大元だから x ≤ s∗である．これと上の s∗ ≤ xに反対称律を適用

すると s∗ = xとなるが，この結果は上の s∗ 6= xに反する．以上から

∄x ∈ S (s∗ < x)なので，s∗はSの極大元である．

次に一意性を示す．sを Sの極大元とする．s∗が Sの最大元である

こととs ∈ Sより，s ≤ s∗である．もしs 6= s∗とすると，<の定義より

s < s∗となる．s∗はSの最大元なのでs∗ ∈ Sだから，上のs < s∗という

結果はsがSの極大元であることに反する．よって，s = s∗でなければ

ならない．

(ii) s∗がSの最小元 =⇒ s∗はSの唯一の極小元.
証明．s∗がSの最小元であるとする．最小元の定義よりs∗ ∈ Sなので，

s∗がSの極小元であることを示すには ∄x ∈ S (x < s∗)を示せばよい．
背理法による．x < s∗なる x ∈ Sが存在すると仮定する．関係<の

定義から x 6= s∗かつ x ≤ s∗である．一方，x ∈ Sであって s∗はSの

最小元だから s∗ ≤ xである．これと上の x ≤ s∗に反対称律を適用

すると x = s∗となるが，この結果は上の x 6= s∗に反する．以上から

∄x ∈ S (x < s∗)なので，s∗はSの極小元である．

次に一意性を示す．sを Sの極小元とする．s∗が Sの最小元である

こととs ∈ Sより，s∗ ≤ sである．もしs 6= s∗とすると，<の定義より

s∗ < sとなる．s∗はSの最小元なのでs∗ ∈ Sだから，上のs∗ < sという

結果はsがSの極小元であることに反する．よって，s = s∗でなければ

ならない．

双対原理により，互いに双対な 2つの命題は一方だけを証明すれば
十分である．実際，数学の文献においても一方だけが証明されて，

他方の証明は「双対原理による」だけで済ませられている．
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2 順序同形

定義 2 半順序集合 (X, ≤X)と (Y, ≤Y )に対して，写像 f : X → Y は，

x ≤X x′ =⇒ f(x) ≤Y f(x′)

を満たすとき，[順序 (order)]準同形写像 (homomorphism)という．
順序準同形写像 f : X → Y が全単射で，逆写像 f−1 : Y → Xも

順序準同形写像のとき，fは [順序]同形写像 (isomorphism)という．
半順序集合 (X, ≤X)と (Y, ≤Y )の間に順序同形写像が存在するとき，

(X, ≤X)と (Y, ≤Y )は [順序]同形 (isomorphic)であるという．

例 3 Xを有限集合とするとき，下式で定まるf : P(X) → N∪ {0}は，
(P(X), ⊂)から (N ∪ {0},≦)への順序準同形写像である（≦は普通の
数の順序）．

f(A) def= |A| ( Aの要素数)．

例 4 (N, | )と (N,≦)を考える（ |は整除関係，≦は普通の数の順序）．
N上の恒等写像 idNは，(N, | )から (N,≦)への順序準同形写像である．
idNは全単射だが，id−1

N = idNは (N,≦)から (N, | )への順序準同形写像
ではないので，idNは (N, | )から (N,≦)への順序同形写像ではない．

例 5 (X, ≤X)と (Y, ≤Y )を半順序集合とする．

(1) 恒等写像 idX : (X, ≤X) → (X, ≤X)は順序同形写像である．

(2) (X, ≤X)から (Y, ≤Y )への定値写像は順序準同形写像である．

定義 3 (X, ≤)を半順序集合，S ⊂ Xとするとき，(S, ≤ ∩ (S × S))を
(X, ≤)の部分順序集合 (sub-poset, ordered subset)という．

≤ ∩ (S × S)は，X × Xの部分集合としての関係≤と集合S × Sの

共通集合である．≤ ∩ (S × S) ⊂ S × Sなので，≤ ∩ (S × S)はS上の

2項関係である．≤ ∩ (S × S)を≤のS上への制限 (restriction)と呼ぶ
ことがある．

≤ ∩ (S × S)は S 上の半順序なので，(S, ≤ ∩ (S × S))はそれ自身
半順序集合である．また，任意の x, y ∈ Sに対して

x (≤ ∩ (S × S)) y ⇐⇒ x ≤ y
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が成立する．このため，ふつう半順序関係≤∩(S×S)をもとの半順序と
同じ記号≤で表す．よって例えば (S, ≤ ∩ (S × S))は (S, ≤)と書く．

例 6 |を整除関係とし，n ∈ NについてDn
def= {m ∈ N | m | n}

（nの正の約数全体）とする．例えばD30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}で
ある．このとき，(Dn, | )は (N, | )の部分順序集合である．

例 7 Snを n次元 Euclid空間 Rnの線形部分空間全体からなる族と

する．このとき，(Sn, ⊂)は (P(Rn), ⊂)の部分順序集合である．

例 8 (X, ≤)を半順序集合，S ⊂ Xとし，包含写像 inc : S → Xを

考える（注： inc(s) = s ∀s ∈ S）．このとき incは，(X, ≤)の部分
順序集合 (S, ≤)から (X, ≤)への順序準同形写像である．

例 9 (1) 半順序集合 (D30, | )と (P({2, 3, 5}), ⊂)は順序同形である．

(2) (D100, | )と下のように構成される半順序集合(X, �)は順序同形で
ある．

X = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)},

(x, y) � (x′, y′) def⇐⇒ x ≦ x′かつ y ≦ y′. (≦は普通の順序)．

XとY が有限集合のとき，半順序集合 (X, ≤X)と (Y, ≤Y )が順序同形
であることとは，(X, ≤X)と (Y, ≤Y )のHasse図が完全に同じ形である
（ただし上下は入れ替わってはいけない）ことである．

問 2 集合 {a, b}上の半順序関係は，左下の (i), (ii), (iii)のHasse図で
表される 3通りあるが，これらのうち (ii)と (iii)は互いに順序同形で
ある （f(a) = b, f(b) = aなる f : {a, b} → {a, b}が順序同形写像）．
したがって，2要素集合上の同形でない半順序関係は，全部で右下の
(I), (II)の 2通りである．

sa sb s b

s a

s a

s b

(i) (ii) (iii)

s s s
s

(I) (II)

3 要素集合上の互いに順序同形でないすべての半順序について，
そのHasse図を上の (I), (II)のように描け（全部で 5通りある）．
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例 10 4 要素集合上の互いに順序同形でない半順序関係は全部で
16通りある．

定義 4 半順序集合 (X, ≤X)と (Y, ≤Y )に対して，写像 f : X → Y は，

x ≤X x′ =⇒ f(x) ≥Y f(x′)

を満たすとき，双対 [順序]準同形写像という．
双対順序準同形写像f : X → Y が全単射で，逆写像f−1 : Y → Xも

双対順序準同形写像のとき，fは双対 [順序]同形写像という．
半順序集合 (X, ≤X)と (Y, ≤Y )の間に双対順序同形写像が存在する
とき，(X, ≤X)と (Y, ≤Y )は双対 [順序]同形であるという．

例 11 問 2の 2要素集合 {a, b}上の半順序関係について，恒等写像
id{a,b}は，(ii)と (iii)の間の双対順序同形写像になっている．

X と Y が有限集合のとき，半順序集合 (X, ≤X)と (Y, ≤Y )が双対
順序同形であることは，(X, ≤X)と (Y, ≤Y )のHasse図が上下を入れ
替えると完全に同じ形になることである．

例 12 任意の半順序集合 (X, ≤)は，(X, ≥)と双対順序同形である．

例 13 I を集合GからM への関係，すなわち I ⊂ G × M とする．

A ⊂ Gに対して

A′ def= {m ∈ M | ∀g ∈ A; g I m}

とおくと，′ : A 7→ A′は (P(G), ⊂)から (P(M), ⊂)への双対順序準同形
写像となる．同様に，B ⊂ Mに対して

B′ def= {g ∈ G | ∀m ∈ B; g I m}

とおくと，′ : B 7→ B′は(P(M), ⊂)から(P(G), ⊂)への双対順序準同形
写像となる．

証明．前半だけ証明する（後半も同様）．A1 ⊂ A2 ⊂ Gと仮定する．

A′
1 ⊃ A′

2を示せばよい．m ∈ A′
2とする．すると ′の定義より，任意の

g ∈ A2に対して g I mである．よって，任意の g ∈ A1に対して，仮定

A1 ⊂ A2より g ∈ A2だから，g I mである．したがって ′の定義より
m ∈ A′

1となる．以上から，包含関係の定義よりA′
1 ⊃ A′

2である．
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以下の3例に示すように，双対自己同形な半順序集合も数多い．なお，
下の 3例においては，どの双対順序同形写像も自分自身との合成が
恒等写像になっている（このような写像／操作は対合的 (involutive)
であるという）．

例 14 X を集合とするとき，下式で定まる f : P(X) → P(X)は，
(P(X), ⊂) から (P(X), ⊂)への双対順序同形写像である．

f(A) def= Ac = X \ A.

例 15 例 6の半順序集合 (Dn, | )を考える．このとき，下式で定まる
g : Dn → Dnは，(Dn, | )から (Dn, | )への双対順序同形写像である．

g(m) def= n/m.

例 16 例 7の半順序集合 (Sn, ⊂)を考える．このとき，下式で定まる
h : Sn → Snは，(Sn, ⊂)から (Sn, ⊂)への双対順序同形写像である．

h(H) def= H⊥.

ただし，H⊥は線形部分空間H ∈ Snの直交補空間である．すなわち，

H⊥ def= {x ∈ Rn | ∀y ∈ H; x⊥y}.

付録：例13の続き
次の命題は次回の資料で用いる．

命題 A 例 13 の設定の下で下式が成立する．A1, A2 ⊂ G とし，

B1, B2 ⊂ Mとするとき，

(A1 ∪ A2)′ = A′
1 ∩ A′

2, (B1 ∪ B2)′ = B′
1 ∩ B′

2.

証明．第 1式だけを示す（第 2式も同様）．A1, A2 ∈ P(G)とすると，

m ∈ (A1 ∪ A2)′ ⇐⇒ ∀g ∈ A1 ∪ A2; g I m

⇐⇒ ∀g ∈ A1; g I mかつ ∀g ∈ A2; g I m

⇐⇒ m ∈ A′
1かつ m ∈ A′

2

⇐⇒ m ∈ A′
1 ∩ A′

2

より，(A1 ∪ A2)′ = A′
1 ∩ A′

2である．


